„Über die Invarianten der linearen, homogenen 


Differentialgleichungen sechster Ordnung.“ 


Inaugural-Dissertation 


zur 


Erlangung der Doctorwürde 


der 


Philosophischen Fakultät 


der vereinigten 


Friedrichs-Universität Halle-Wittenberg 


vorgelegt von 


Albrecht Fischer 


aus, Berlin. 


Halle a.S. 
1891. 


„Über die Invarianten der linearen, homogenen 


Differentialgleichungen sechster Ordnung.“ 


Inaugural-Dissertation 


zur 


Erlangung der Doctorwürde 


der 
Philosophischen Fakultät 
der vereinigten 
E desch Üniversität Halle-Wittenberg 
vorgelest von 


Albrecht Fischer 


dus Berlin. 


Halle a. S. 
1891. 


Ueber die |nvarianten 


der 


linearen, homogenen Differentialgleichungen 


sechster Ordnung. 


1 


In die Theorie der linearen, homogenen Differential- 
gleichungen wurden die Differential- Invarianten zuerst von 
Laguerre eingeführt. (Comptes rendus, tome 88 a. 1879.) Kurz 
darauf veröffentlichte Brioschi (Bulletin de la societe mathematique 
de France, tome VII pag. 105) dieselben Resultate, die er auf etwas 
anderem Wege, wie Laguerre, gefunden hatte. Beide Arbeiten 
behandeln speciell die Invarianten der linearen, homogenen 
Differentialgleichungen dritter und vierter Ordnung. Die allgemeine 
Bedeutung jedoch, welche diese Invarianten für gewisse Probleme 
der linearen, homogenen Differentialgleichungen haben, wurde 
erst durch die Halphensche Preisschrift: „Sur la reduction des 
equations lineaires aux formes integrables“ in vollem Umfange 
dargethan. (Memoires presentes par divers savants a U’ Academie 
des sciences de l’institut de France t. XXVIII. Nr. 1 a. 1883.) 
Halphen leitet hier auch den engen Zusammenhang her, der mit 
gewissen Invarianten besteht, die er schon vor den Arbeiten von 
Laguerre und Brioschi in seiner Schrift: „Sur les invariants 


; differentiels des courbes gauches“ behandelt hatte. In den Acta 
_ mathematica, Band Ill, hat dann noch Halphen selbst die 


Invarianten der linearen, homogenen Differentialgleichungen vierter 


Ordnung besonders eingehend behandelt. In letzter Zeit hat 
Herr Forsyth in den „Philosophical Transactions“ Vol. 179 A. 
a. 1888 für eine beliebige lineare, homogene Differentialgleichung 
' die ersten sieben Invarianten berechnet. Wir verdanken ihm 

hierdurch die Kenntniss der Invarianten der linearen, homogenen 


Differentialgleichungen bis zur siebenten Ordnung. Seine Methode 
der Berechnung ist ganz analog der von Brioschi für die Invarianten i 
der linearen Differentialgleichungen dritter und vierter Ordnung 
gegebenen. 3 
Man kann aber auch, wie im folgenden gezeigt wer 
soll, im Anschluss an Halphensche Principien von derjenigen 
linearen Differentialgleichung rter Ordnung ausgehend, der a a 
r—Iten Potenzen der Integrale einer linearen Differentialgleichung 
zweiter Ordnung genügen, durch ein passendes Abkürzungs- 
verfahren ohne wesentliche Schwierigkeit die Invarianten der 
betreffenden linearen Differentialeleichung herstellen. Es dürfte 
bei Anwendung dieser Methode der Vorteil bestehen, dass die 
Formeln für die Invarianten sich in etwas kürzeren Ausdrücken 
zusammenfassen lassen und der Zusammenhang der soeben ge- en: 
bildeten Invariante mit den vorhergehenden Invarianten deutlicher 
erkennbar wird. | ne 
Um etwas in sich Abgeschlossenes zu geben, ist A 
Beispiel die Berechnung der Invarianten der linearen, homogenen 
Differentialgleichung sechster Ordnung gewählt. Die Methode : 
selbst lässt sich, wie leicht ersichtlich, ganz genau auch uf die 
Berechnung der ersten Invarianten einer linearen Diflerential- Ss 
gleichung beliebiger Ordnung übertragen. , 
In den Acta mathematica vom Februar dieses Jahre 
(Bd. 14:3) hat Herr Brioschi in seiner Abhandlung: „Les ; 
invariants des äquations differentielles lineaires“ auf Seite 235—237 
ein Verfahren angeführt, durch das bei Anwendung seiner Methode n 
die Berechnung des nicht linearen T'heiles weniger komplieirt wird. Er 
Der erste Theil der vorliegenden Arbeit beschäftigt sich 
mit der Berechnung der wichtigsten Invarianten und stellt mit 
Hilfe derselben gewisse Normalformen her, deren Coeffieienten 
wiederum absolute Invarianten sind. Der Schluss zeigt, wie bei. 
gewissen homogenen Relationen unter den F undamentalintegralen 
die betreffende lineare Differentialgleichung auf eine bestimmte 
Normalform vermittelst der Invariantentheorie gebracht ‚werden 
kann. Die Arbeit nimmt hier Bezug auf Fälle, die in jüngster 
Zeit schon Herr Rosenkranz* in seiner Inaugural-Dissertation 
nach dem Vorbilde der Herren Goursat”* und Schlesinger*** 


* J. D. Halle 1890 u. Zeitschrift für Mathematik und Physik 1800. 
** Bulletin de la soci&t& mathömatique de France t. Xu 
"#7. D. Berlin 1887, | 


»D R,,, Basen +pM, Kn 
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behandelt hat. Homogene Relationen unter den Fundamental- 
integralen der linearen, homogenen Differentialgleichung vierter 
Ordnung bilden auch für die Halphensche Abhandlung in den 
Acta mathematica einen Haupttheil der Anwendungen. 

Gegeben sei eine lineare, homogene Differentialgleichung 
sechster Ordnung in der Normalform: 
A) YO +15 PR Y®+20 PB Y® +15 Pı Y®+6P YD+Ps: Y=0 
wo die Pk (k=2, 3...6) Funktionen der unabhängigen Variabeln 
X bedeuten mögen. 

Durch die Substitution 


B) - zuA)und r—u(X)y 
gehe die Gleichung 4A) über in die ihr ähnliche Form: 
(6) (4) (8) (4) (1) 
O3 159,4 0720p, y. #l5p,y H6p yarp, y—0 


die Coefficienten p sind Funktionen der P, vw und « und deren 
Ableitungen nach X. 
Bezeichne ich die Ableitungen von u. (X) und vu (X) nach X 


durch Accente und schreibe u,.u. 2... u... . für.u(X), 


wW(X)....u(X) u’(X), so wird der Uebergang von A) zu CO) 
durch die Substitution B) nach Halphen (Memoires presentes ... . 
Cap. III page 117) durch folgende allgemeine Recursionsformeln 
hergestellt. 


Es sei: 
n Ss! ! az 
a) B; (s,k, ka... Je (s—kı BEN ERR ..)!(g—s—r)! kı k or 
ein numerischer Coefficient und s, u ka... vanze Zahl 


Mit « (X) und seinen a, N man Rs FUnERa 


N Ex kı le 
ß) Me a bin.Kike, 85) 2. nr 2.3.4 u). 


wo die Summation sich auf alle ganzen, positiven Werthe kı ER er 
erstreckt, die der Gleichung genügen: 
kı +2k +3k3s +....=r 
Bilden wir jetzt mit «(X) nebst seinen Ableitungen und 


mit M,,, die neue Funktion: 


u? 


Re un 2) Ma, g— en 2x 


(pP) 


sel ud 


ar p ga" P, 
= und = 

15:88 ax” 

so setzt sich die Formel d) zusammen aus: 


1 
Pm = um Ban + Ru-ıl, 


wo Rn-ı ein Restglied ist, höchstens vom „Gewichte m 
den P und linear in diesen; Differentiiren wir pm n mal, ‚so Wi 


di, Sr | @’P. 
| am en | ge ax" en . 
wo Ru-.n_ı höchstens vom Gewichte m +n—1 in den P und 
Ableitungen ist. s . 


Wenn nun eine Funktion von p, ei 5 


das „Gewicht“ m und ferner das Gewicht m 


+ BR 1 


f ad .....]) So beschaffen ist, dass: 
dx 


na ae 
Ad raxı 


algebraische Gleichung der Form p [p.5 ar: 


den Ooefficienten der transformirten Differentiolgeichun 


Relation y Ü : n E n | 9 so ist y für die betreffende Ditferentia 


gleichung eine Invariante, 
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natürlichen Weg für die wirkliche Berechnung der Invarianten. 
(confer acta math. III pag. 336 etc.) 

Wir gehen nunmehr aus von derjenigen linearen, homogenen 
Differentialgleichung sechster Ordnung, der die fünften Potenzen 
einer linearen homogenen Differentialgleichung zweiter Ordnung 
genügen. 


Es sei: 
ZA NZ 
und Vz 
dz 
135g, 2 
dann wird y 2 


und unter Berücksichtigung der Differentialgleichung zweiter 


Ordnung wird dann: 
y“ — 5by — 5.423 ). 
dx 
Differentiire ich weiter und eliminire mit Hilfe der voranstehenden 
Gleichungen, so wird: 


2) 

Urn f a 2 

y 13by’ — 10b'y = 5.4.3z % 
dz 


y!Y — 22by‘‘ — 18b’y‘ — 5 (b“‘ — 9b?) = 5.4.3.2z FR 
yY — 30by’-- 40b'y’— (23b‘‘ — 1496?) y’ — 
U2NS 
LE ‘ a | TR 
sl — 26) y— 5 (ir 
durch nochmalige Differentiation und Elimination ergiebt sich 
dann die gesuchte Gleichung: 
D) =y®9 —35by'9 —70b‘y ®—(63b”—-259b?) y9 —(28b“—-518bb‘)y’ 
— 5 [b® — 26 (b')? — 31bb“ +45b?] y — 0 
| Zwischen den Integralen dieser Gleichung bestehen 
bekanntlich die homogenen Relationen: 


ee N Te 


y2 y3 y4 y5 ys 
und N 2.310928 Pe 

PER Aa U LON PER REM ARN Aa a As A / 

DE a 012 9 Tr 


bilden ein Fundamentalsystem derselben. 


Setze ich jetzt aus Gleichung C) und D) die sich ein- 
ander entsprechenden Coefficienten gleich, so wird: 

1) 39pe = — Tb 

2) 2p = — Tb‘ 


3) 15pı = 2590? — 63h” 
4) Se — 259bb‘ — 14b“" 


zur Elimination von b ebenfalls nur die a F 
erhalte dann: Be: 


| 2 5 
7) en 


La 


8) = ps — "pop — mo 
9) ve—ps — 225 ee 


-) a 


Wählen wir z. B. 
ar —nn+D p 


so ist bekanntlich: 
pP’—=4°’—gp—8 
(0 ae 6p* ar g2 
2 
p“ == 12 pp‘ 


D 12D 2 TOR 
und die Gleichung. D) geht über in: 


Dr :. — 31.041) Dry) ton + 1) p 1 - H 
[63»* ES n (m 5 N) (p“ + )] y9—n(n r 1) u: u__ 23 


Pay — 5n (+1). [pr —a0n +1) ir v. | 
nm Hrsg 


| a, I = geht E) über in: 
E) = y9 — N 5 Py9— , (245p" — To) y®d + pyW 


= — (4pV— 3pp“ — 8lgep)y—=0 
und hat zum Mean Integral: 


ze) 


wo F ein Polynom fünften Grades mit beliebigen Ooefficienten 
bedeutet. 


Wir gehen jetzt zur wirklichen ‚Berechnung der In- 
varianten über. Benutze ich behufs des Ueberganges von der 
Gleichung A) zur Gleichung C) die in «) f) y) d) aufgestellten 
Rekursionsformeln, so ist wegen 


Pr UN und pr 8 
10) 15u u‘ + 6u/u — 0 


wo die Accente die Ableitungen nach X bedeuten. 


Setzen wir jetzt 


Fall oit—— —24 
dann wird 
dd [7 
pre pr 8 
444 
10%.) = — 1 4 3m +28 
dd 
ta tn 2 
ul „iv 
,%,.0 sand ee habe ich nicht mehr zu berechnen, da 


ihre Werthe für die im Folgenden angewendete Methode nicht 
von Bedeutung sind. 


Unter Benutzung nun der in 10? aufgestellten Gleichungen 
wird nach Ausführung der durch «) 8) y) d) gebotenen Operationen: 


pe —, 4 |P: Fi es ) | 


P3 3 | Ps — 34 P— (0 — | 
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| Bene Pı — 6A P3 + 0ı | 
= 5,| Ps — 10 Ps +,(% 2%? — 134°) Ps +0 | 
S Tr 1 (A 5 
= | Po 181 Ps+2(5 — 2) nt 


50(7 2 — SAN +4" )Ps+ © 


Die Restglieder oı oı ©ı sind ebenfalls für die folgende 
Rechnung nicht von ‚Belang. 
Berechne ich jetzt nach 11) 3p2‘ und 2ps, so wird: 


3p2‘ = Mr 3P‘a — 6AP2 _— ar 3m 0 | 
292’ — 9Ps — 61 Pe — 5 (A BIS WR +49) | 
Mithin ist: n 
12). 3pı‘ — 2p6 = 3] BPs'— Ps | 
oder on ıy, 
u 


d. h. vs ist schon eine Invariante; dies Resultat konnten wir 
auch voraussehen, da vs für die oben gewählte Normalform der 
Gleichung C) alle nur möglichen Combinationen vom Gewichte 
3 enthält. | 
Setze ich in A) Pı S 0 voraus, so wird für die Substitutio 
— / Pı dx a 
Be 
(1) 2 3 „ 
pı=0 p=-PR—Pı —Pı p=Ps — 3PıP2+2Pı — Pı 
und daher: . 
(2) (1) (1) 3 
VG=—RBirhsilbs -2PR RB, 2Bsh un 
(conf: Acta math. Bd. III pag. 331.) | 
Die Invariante vv —-,Vs kann mit Leichtigkeit zur 


Bildung einer neuen benutzt werden. 


Es ist: 
3 log. —.log V. — log, 
da © =, so wird 
w 
a ae, 


AX dx 
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Mithin: 


log Va d? log vs 


977 0 dulgR, va 


IX EN dx 
Aus den Gleichungen 11) folgt unmittelbar 


4‘ 


1? 
- R-pWd)+z—t—=0 


Setze ich hierin die Werthe von A? und A‘ ein, so wird: 


d log V 
a LE ”) 


\ dX dx 
ı ( d? log Vs d? log vs dlogvs 
-( XFN dx? Be dx w)— 0 


Beachte ich jetzt, dass 


, d log V; d log v3 
= 4 ul IR a2 de u) 


ist, so erhalte ich 
2 2 
°P, +4: log 6) Sr a d log V3 


18 dX dX? 
8 dloxr v\? d2lo A 
ERST RL. 1 g ) BE 
ge E* Eee ( dx dx? 


Diese Invariante findet sich schon bei Brioschi (Bulletin 
de la socidtE mathematique de France t. VII pag. 105 ete.) und 
ist dort für die linearen Differentialgleichungen dritter und 
vierter Ordnung berechnet. 


Vermittelst der Invariante v3 = Mr V;3 kann nun die 


Differentialgleichung A) auf eine bestimmte reduzirte Form gebracht 
werden. In der Substitution B) wähle ich u so, dass für die 
Gleichung C) vs =1 und u so, dass pı=0 wird. Es muss 


dann offenbar sein: 
1 


I: dern Vs! 


Wegen Gleichung 10) folgt durch Integration: 
buu' +2uU’ u = 0 

3. RR 

a eV 


Setze ich pa = = H, so wird, da in der reduzirten 


Differentialgleichung 


vs = 3p' — 2p =1 ist ps —,(H—1) 


Wenn wir nun & und n zu neuen Variabeln wählen, so 
erhalten N folgende Form der gesuchten Differentialgleichung: 


dr (= ) d’n d®n a 
13) ° ae + 5H ap >10 1: m +1584 oe +68 ee 
+ sn —=0 


die Coeffieienten H, H', sa, ss, ss in ihr sind absolute Invarianten; 
ihre Zähler sind rational in den 2, V und dessen Ableitungen; 
bei den Nennern ist dies allgemein nicht der Fall, jedoch werden 
ihre Cuben stets rational. | 
Berechnen wir z.B. H, so ist nach 11), indem ich 4 ei a 
statt pa zu Setzen habe: Fe 


he 
1 ee 
„Be 2) 5 av "eV. 

Vs 1% 108 = | = 
Der Einfachheit halber ist hier der Index von Vs weg- E 


gelassen worden. 


Oder: 
Sr): —Iyv“ x 
2 =, | 

V2Vs v2 Vs | 
Dann ist 

d# > TH 

den ax 

= Vn'—zıV 

v4 » 


Die Accente auf der rechten Seite dieser Invarianten- ee 
gleichung bedeuten offenbar die Ableitungen nach X. | 

Diese reduzirten linearen, homogenen Differential- 
gleichungen, deren Coefficienten absolute Invarianten sind, hben 
für das Problem der Reduktion der linearen Differentialgleichungen 
auf integrirbare Typen eine grosse Bedeutung, wie Halphen wohl, En 
es zuerst hervorgehoben hat. iR 


Werden z. B. die Coefficienten der edit Differential 2 
gleichung 13) konstant, so ist die ursprüngliche Gleichung au 
eine solche mit konstanten Coefficienten zurückführbar. a. 

Es ist bekannt, dass die sogenannte Legendresche 


lineare Differentialgleichung 
n—k (n--k) 


ZAratna) nA 


13 


sich auf eine solche mit konstanten Coeffieienten durch eine 
geeignete Substitution zurückführen lässt. So sei für die lineare 


Differentialgleichung sechster Ordnung | 
15Asa 20A3 15Aa4 6A; 


EN BE I ET RM Fe 14) ION URS E Eiskehuge SS e 16 0) De sh) 
eo ar arıxa kam). 
As 

“ah 


Die Substitution, welche diese Gleichung in eine mit 
konstanten Coefficienten überführt, ist mithin nach den voraus- 
seschickten Principien leicht, wie folgt, zu finden. 

Es ist v3 = ME Y;, da nun v»—1 für die Transformirte 
sein soll, ist 

tAsta HAs)s, 
EN 
Soll nun auch das zweite Glied der Transformirten ver- 
b) 


schwinden, so wird wegen Bbuw' +2 wWu=0 u=u'?2 


Die gesuchte Substitution ist dann: 
5 1 


2 3 
Ya, 08 (Aga+A;) 


ER RD 

Nunmehr wende ich mich zur Berechnung, der übrigen 
Invarianten, welche aus den Gleichungen 7) 8) 9) erhalten werden. 

v4, v5, ve können nach dem Vorschlage Halphens auch Pseudoin- 


varianten genannt werden. 


Es war: 


1 ] 2 D BIETER 
35 p2° — 5 Pa — 0 
Drücke ich jetzt die » gemäss der Gleichungen 11) durch 
die P aus, indem ich hierbei alle die Terme vernachlässige, welche 


keine Ableitungen der P mehr enthalten, so wird: 
u . [P-—62B; + ei | 


v4 = Pa — 


ee Hilo, Be 
Benz 
pn — 2 Pat +91 Pa + 


Es wird somit: 
vu— „u[V +32 Vs +R] 
wR=a+e +0 
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Nun ist die Darstellung der » durch die P, wiesiedurch v- 


die Substitution B) bewirkt und in den Formeln 11) gegeben 
wird, durchaus unabhängig von den homogenen Relationen, die 
unter den Fundamental - Integralen der betreffenden linearen, 
homogenen Differentialgleichung bestehen. Im vorliegenden Falle 
habe ich für die Berechnung der Invarianten die lineare, homogene 
Differentialgleichung sechster Ordnung gewählt, der die fünften - 
Potenzen der Integrale einer linearen, homogenen Differential- 
gleichung zweiter Ordnung genügen und in der zugleich gewisse 
algebraische Relationen vs, va, v5, ve, V3, Va, Vs, Ve invarianter 
Natur unter den Coefficienten stattfinden. Es muss daher, weil 
ich eine lineare, homogene Differentialgleichung kenne, in der zu 
gleicher Zeit = 0m —=0.... %k = 0. M=0.. m 

überhaupt stets identisch verschwinden. 


Es ist somit Si 
R=0 


und v4 an IV +3AV3] 
Benutze ich zur Elimination von A 
V= Mr V3 
indem ich seine erste Ableitung bilde, so ist: 
[ya Vs’ —3AVs] 


Man erhält jetzt die elegante Form: 
1 
va + vs’ —=74[Va + Vs] 
14) a 
oder .. u = wi ap 
als die gesuchte Invariante. 


Ihr Ausdruck in den Coefficienten der Differential- 
gleichung lautet: 


®s 


i 6 
14a) a = pı — 2ps‘ + 5 pa“ 


111 
35 a 


Aus v3 und ;ı kann ich eine Reihe von Invarianten, 3 ae 


sogenannten Fundamental-Invarianten, herleiten. e 


Setze ich sı =vs i4° + v3‘ ia, so wird vermittelst der 
Gleichungen 12) und 14) 


= [Vs (W—4RT) Ha -3INI| 
an [Sı — 4 (LVs Ja + 30 VaJa)]| | 
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Ertheile ich jetzt @ den Werth — 3, so verschwindet 
der Coefficient von A, und ich erhalte somit die erste Fundamental- 
Invariante 
. 4 . 
Ss =V3 LU’; Vs 
ebenso wird 
8 12 
2 —VS'—z,V’ Ss SV 82 —7V % 
4k 
SR Sk — V3 S%k_1 — 5 V3kK-1 .... eic. 
Ist vs — 0, so hört die eben angeführte Bildung der 
Fundamental-Invarianten auf zu bestehen; ich kann aber dann 


natürlich mit 4 und irgend einer anderen relativen Invariante 
mir Fundamental-Invarianten konstruiren. 


Auch die in Gleichung 13) gegebene reduzirte Form 
hört auf zu bestehen, wenn v3 = 0 ist; za wird dann gleich va. 
Ebenso ist für Gleichung A) Ja = Va. 


Setze ich jetzt Vı= W und suche eine Substitution B), 
für die va =1 und pı=0 Kr so a ich zu wählen: 


== wi u en ; 
setze ich ferner pp = „KR, so wird die gesuchte reduzirte Diffe- 


en, 
d*n dRd’®n [ 3, ER) 0 dm 
15) de + Ra + de a (1 TR: +9) a + 6hs 
+h6n =0 


Ueber die Coefficienten von 15) gilt dasselbe wie in 13). 


Durch die Relation: 
1 
V5=ps — —- ps pa — 2pa’ =0 


der Gleichung 8) werden wir zur Bildung einer dritten Invariante 
veranlasst. Vernachlässige ich auch hier in vs bei der Dar- 
stellung in den P diejenigen Terme, ‚die keine Ableitungen der 
P mehr en so ist: 


Br BR 2) [49 2 \ | 
ps = N P; 10AFı +, 2 12 — Be ee 
#14 El 222 37[4 | 
— 7 ppm | — Pa Pat + Par ; —E a Pt | 
ya nn 2 Pa — 181 Pa“ — 2 (26 A? — 7%) Pa’ +05] 
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u Addition dieser drei Gleichungen ergiebt sich 


\v — Ka ze 10A Va +5 (26 24 — 49 42) Vs+Rı | 


a 


und RR=ocan+ 0% + 03 muss auch hier aus demselben Grunde | 
wie oben identisch verschwinden. 


Es ist also: 


Ver 


2 > (og4 3 
Bee a), 


Die weiteren Bedingungsgleichungen, welche man hier 
zur Elimination von A, A’ und 4A? gebraucht, geben in erster Linie = 
die beiden vorhergehenden Invarianten BE 


1 5 1 
Se 1a" 
v3 u: V3 und is us Ja 


Die Zu Differentiation der ersten der beiden ergiebt \ 
Bi us [V»“ — TA Vs'— 3 (A — 44°) V5] 
und durch A DEN der zweiten erhalte ich 
1a‘ . [Ja — 44 Ja] 


Da jedoch gemäss der Gleichung 14) Ja=Vı+PVs' ist, 
so wird: 


iu — „5[ 44 (Va+ V5))] 


Da drei Unbekannte A, A und A? zu eliminieren sind, 
muss ich noch eine vierte Hilfsgleichung suchen. Esliegt sofort 
die Vermuthung nahe, dass man hierzu die erste Ableitung von 
va wählen Könnte “ 


vu’ or [Va’+(3 Vs‘ — 4 Va) A+3 (A — 42) V5] 


jedoch ist diese Gleichung, wie man leicht ersieht, für die Elimination 
von A‘ und A? nicht verträglich mit z5 und vs‘. 


Beachte ich ferner, dass bei den vorher angesetzten 
Gleichungen die Combination pa es von Gewichte 5 noch nicht 
in Betracht gezogen ist, so wird, da vs Coefficient der Unbekannten N 
)' und A? sein muss, die Combination p2 vs als vierte Gleichung 
zu wählen sein. | 


Es ist: 
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Werden nun is‘, vs“ und psvs mit den Unbekannten «, 
ß, y multipliciert, so erhalte ich: 


V,— 10 Vi + 5(207° = 1922); | | 


1 
\5=\, 
ud 


jr (Vs 4 vs) | 


u 


PVs“ = . | Va “10 TAV’z I 3 (4 er 44°) V3 | 


ypavs = Ps Vo — (2 — #)Vs | 


Sollen bei der Addition die Coeffieienten von MN he 
verschwinden, so sind «, ß und y nach folgenden linearen 
Gleichungen zu berechnen: 


— BB —-Y+2—=0 


128 +7 — 5 —0 


4a +10=0 
da + 7 =) 

Dies sind vier Gleichungen mit drei Unbekannten, sollen 
sie zu gleicher Zeit bestehen können, so muss die Determinante 
des Systems verschwinden. Es ist in der That, wie die Aus- 
rechnung ergiebt: 


5 RE 5 
Dee ny a 
13.022712 


Es sind also unsere vier Gleichungen mit einander ver- 
träglich, und es wird: 
b) 10 275 


Mithin ist: 


bi: 10 
16) sb =; Zu +75“ + 


975 
» D2V3 


Für die später folgende Berechnung von is gebe ich der 
Gleichung 16) die Form: 


n 5 15 275 
168) = v5 5Ve — 27V" 4 m mV: 


Schliesslich ist is durch die Coefficienten der Differential- 
gleichung ausgedrückt: 


825 5 15 5 
= n9 N LA ed gi 
7 2 7 7 


16b) = pp — paps + 
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1 
und = 15 2 


wo Js die den kleinen p und deren Ableitungen in is entsprechenden 
Terme der P enthält. Sind vs und is gleich Null, so führt, wenn 
ich v» —= 0@ setze, die aD WEIDD 


= 1=-0% 


zur Tr Hosen Form 


el dn An © 2 I 74 ‘ 
IT) Ge + Lad + 10 + L® + 91°) ng: +(6+% Dr 


41“ n + gn —0 


Die Berechnung von is wird endlich durch Gleichung 91 
angebahnt. 


18 = 16 — 225(2)Spe® — 155(2) pa pe“ — 180 (3)? (m)? pa 
Setze ich vorübergehend für die folgende Rechnung der 


Kürze wegen die numerischen Coefficienten von vs gleich vı, va, 
v3, va, SO wird gemäss der Formeln 11) 


nn Ka : 
Pe = ” Pe — 154P5 + a, —/ Ps 2 50| ZA: re hd EB, )Ps 
+09] | 
4 — a Pr: + 9% | 
2 


ie 


12 E 


— vıpa® Fe 


— vap2p2‘ — 


— vgPa Pa“ + 5924 Pa Pa’ — v2 2(34? — A')P2? 


us 

Br Pr + — a. )Pa + 6% | 

— v3(pa‘)° —,|- vs(P2‘)? +4vsAPaPa‘ — AvsA2P3? + v34 3 (2° — 
3A +1)Ps + O4] 

— vıpalY — mL > vaPa!Y + 14v14A Pa — va(7122 — 164°) Pe + 
vs (1542° — 10749° + 9A) Ps + 95] 

Durch Addition erhalte ich dann | 
— | V—1851 1; + (5 a) Vi + 25(S ar 3: Rn vi 


wo Re=0©ı + © + ©: + Oı + © aus den bekannten Gründen 0 er 
verschwinden muss. 
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Zur Elimination der sechs Unbekannten A, A?, A’ 23, AA‘ 
und 4“ gebrauche ich sieben Gleichungen. Analog der zur Be- 
rechnung von :;5 angewendeten Methode benutze ich die Invarianten 
v3, fa und is in der öten, 2ten, resp. lten Ableitung als Hilfs- 


nenn. 
vr Be m + (4722102) Vs —3(204°—1324° +2) Va] 
iv = 16 |—92.(Vs + Va“) + 459° A) (Vi + Ver)] 
ist = | I’ —5A(V5 - 3 Ver — 5 Vo“ + 2 PaVo)] 


Die übrigen drei noch fehlenden Hilfsgleichungen sind 
in den Formen zu nehmen 


EDER 4 
P2Jı + HE »\(ve+ vr) | 


; 1 
p2 la au 


pe vs — | Pr'Vs — 2APa Vs — 4 (2° — 310 +37 v 


Davs’ — us} PaV’o— 32Pı Vs + (Wir (20V 


Multiplieiere ich nun is, p2ia, ds, p2'vs, p2vs‘, mit den 
Unbekannten «, ß, y, d, e und n, so erhalte ich folgendes Schema 


von Gleichungen: 
= an Ve — 15A4V5 +3[32°— Va +25 (32° - 152444 v: 
| 3° | —51(V; 3 Wu Vs" + PD Vo | 


is‘ — 


We a P2 Ja +1, \(v: + vor) | 


| Ja — 92 (Vs + Vor) + a (BR2 — a) (Va + Vor | 


—! 

us 
dv — ® ' Vs — 12V + (A722 — 10) V3‘ Bi 3(202° — 1344‘ 
+ A')V3] 


ep’2V3 _ | P2’V3 — 2AP2V3 4 AP — BAM +4" v: | 


npaV3' = -- ih Pa Vs‘ — 3AP3V3 + (5 — 4 \vs— an )V: | 


7 ST 2.15 
390 + BEN 


ee ee 
eo. | | = +2 y + =0 

un 
+2 +40 + 


Es ist also . 
19 ie = Ve — Zis‘ — = p2eia — r 14’ + ya Ar 
+ = p2 v3‘ 
und | I — I x 
Wenn nun in Gleichung A) Vs, Ja Fl 12 
=. 2.2.80 führt, wenn: ich setze Ve — 8, die Substitution 
1 De 


ee 
zu . reduzirten a | x 


dn ‚d 
T LoN d 


Dr ar + 5N au 


we 


a Rh 


BR Dar A 


. 


RL, 

Band 14: 3 pag. 237 giebt, die lineare Differentialgleichung 
sich selber adjungirt. Herr Brioschi beweist dies dadurch, dass 
es ihm gelingt, den linearen. Theil einer Invariante ;, einer 
Differentialgleichung beliebiger Ordnung durch eine allgemeine 
Formel auszudrücken. Die Richtigkeit dieses Satzes kann man 
durch die reduzirten Formen sehr leicht prüfen. 

Es war 

V3 —= 3Pa’ — 2P;3 
h=-\—-2:W-2V“+@2BV 

Da nun V3 und Js als verschwindend anzunehmen sind, 

so muss werden 


Pr =. Pr 
Ri = > (Pa — Pr‘) 
Bringe ich jetzt auch noch die lineare Differential- 


gleichung auf eine reduzirte Form, indem ich eine solche 
Substitution B) suche, für die «= 1 wird, und der Coefficient 


5 
des Termes nl verschwindet, so habe ich zu setzen 
1 I 9 vo 
1= „(Pa Ps EB) 
u 5 
oder a VAR al END 678 
Die so transformirte lineare Differentialgleichung nimmt 
dann, wenn ich noch ps = „0 setze, folgende Form an: 
dr d’n @ an 37 (2 u 
20) +50 gi + 10.000 +(15+ 70° +90 )E 


54 ‘ 4 dy en 
+(7 00'+40 Ja tn n= 0 
Ihre adjungirte lautet 
79 +5 (Om)®—10 (Om)®+[ (15 +70? +90) n]” 
[00:40 n]" + 170 


wo die eingeklammerten oberen Zahlen die Ableitungen nach & 
bedeuten. In der That ist, wie eine leichte Rechnung ergiebt, 


5 (07)® — 10 (Om)®+[ (15 + 7 0°+ 90°) n]” 
er | (=00' +40“) n] ur 5 On® 110% O'n® 
+ (15+70?+90°)n® +(* 00'+40)y® 
Die Gleichung 20) ist sich daher selber adjungirt. 
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Wenden wir uns noch einmal zur Gleichung 19. Sie = 
gab die reduzirte Form für alle diejenigen linearen Differential- 
gleichungen, deren Invarianten Vs, Ja und Js verschwinden; auch 


sie ist nach dem oben angeführten Satze somit sich scher 
adjungirt. Dieser Lehrsatz bleibt, wie man auch allgemein ersieht, 


(confer. Acta mathematica Bd. ]J4 pag. 235 und 237) bestehen, 


wenn neben allen Invarianten ungrader Indices auch noch irgend er 


welche grader Indices gleich Null sind. 


Wir wenden uns nun zu gewissen homogenen Relatiinen 
zweiten Grades unter den Fundamental-Integralen der linearen, 


homogenen Differentialgleichung sechster Ordnung, wie sie Herr 


Rosenkranz in seiner Dissertation (Halle 1890) charakterisirt nn 


hat. Doch treten wir nur hier näher in die Behandlung der 


Fälle, wo für gewisse Relationen zweiten Grades unter den ® 


Integralen die gegebene Differentialgleichung A) irreductibel ist. 
(Confer. Frobenius. Crelles Journal Bd. 76.) 


Es ist, wie ich hier noch einmal hervorhebe, im vorher: a 


gehenden Abschnitt bewiesen, dass beim Bestehen der homogenen 


Relationen 
2 2 
ee Nee Jh 
2 2 
AN, Nase ER, 
sämmtliche Invarianten der Gleichung 4) verschwinden. 


Es seien ferner die Integrale von A) durch die drei S 


homogenen Relationen 
2 


ya 1 ya 
y2 y°® =Yyı % 
y3 = Yı Ye 
verbunden. Substituirt man hierin 
nn 1 und ”° — w2 
yı yi 
so folgt: 
el 
yı y2 Y3 
ee N 
yı y2 Yy3 


und hieraus ergiebt sich 
2m,0 A. Way Mana 
2 


ys;=vwı @ Yı Yy=w2 Yı 
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Von wı und wa beweist nun Herr Rosenkranz, dass es 
die Integralquotienten der Fundamental-Integrale & & & einer 
linearen, homogenen Differentialgleichung dritter Ordnung sind. 


So sei 


2 & 
— = oı und = = 
&1 


Dann folgt gemäss der letzten Gleichungen 
Yı >33 &- 3 a ar y6 
H®  &ıf &1&3 Tue 
Ist ve) der Werth dieser Quotienten, so wird 
=yR) ı yp=vR) ab Yy=ylı) 16 yı=ılx) 5 
u) a5 you) & 
Setze ch 
Vu) = % (k=1, 2, 3) 
so erhalte ich in © die gesuchte Differentialgleichung dritter 
Ordnung; sie laute: 


3 
21) Fr +43 9=0 
Setzen wir voraus, dass die Invariante dieser Gleichung 
g’—2,S0 
sei, dann führt die Substitution 
v0, 


zur gesuchten linearen Differentialgleichung sechster Ordnung 


von der 
“ 


2 2 
0, A %a, 9 9%, 9%, & 0, © 
ein Fundamentalsystem bilden. 


Es wird 
dyze do 
dx az dx 
ERBE, EEE d?O | 
dx = dx 2 wi 


Berücksichtige ich bei der dritten Differentiation die 
Gleichung 21), so ist 


d’y dy doQ d?’O 
di 7% ax dx dx? 
Setze ich zur Abkürzung die linke Seite gleich d, so wird 
dd. dy_,fp@@)" (do): 
te) Telar 


94 


Die weitere Differentiation und Elimination mit den vorher- . 
gehenden an ergiebt a 
[dd a Dee 
Di | dx dx? 
und endlich 


Da 


d’y 
+39 © rt Y | 44923 + 398 1.36 (@ — 293) 9 — 


dd 
Se 3ge ST | + Di | 402 0 + 300° 52 


| dx 
Re) dO d’® a = 
=6\3 ee ;+6V3 x ur ew ee ; 


| dd d 
oder 22) Ds Be =} +Dı | 102 0 + 3q er A 
| dd dy | d’y 
x +?% I [+49 0+ 39° 2 
d 


ee In 


dx? 


3 


d’y y 
+ V3 Eee 2 v3 02 nn 03 Y 


Die Zeichen Dı und Ds bezeichnen die erste resp. die 
zweite Ableitung der Klammergrösse nach x. vs=g2’— 293 Ist 
die Invariante der linearen Differentialgleichung dritter Ordnung. 

Für Gleichung 22) habe ich absichtlich diese Form Be- 
wählt. Ist nämlich vos=0, so wird 

2 
Dı +30 2 +4g2 d+3g2° 0 


Dies ist eine lineare Differentialgleichung fünfter Ordnung, 
welche identisch sein muss mit derjenigen, welcher die vierten 
Potenzen der Integrale einer Differentialgleichung zweiter Ord- 
nung genügen. | a 

Ist in Gleichung 21) vs=0, so genügen ihr die Quadrate 
der Integrale einer Differentialgleichung zweiter Ordnung. | 

Diese seien u, 


2 2 
&1 &1 & €2 
2 2 
es gehen daher ©, ©ı ©, . Oı 95, -.... Os über in 
4 3 2.2 2°..2 3 4 


E45 VELLILDEL EI, SIEL ER E22, N €B 
Dieses Fundamentalsystem hat aber nur fünf von Alinscn vi 
verschiedene Integrale. Zwischen den Integralen der linearen a 
Differentialgleichung fünfter Ordnung bestehen die Relationen u 
ya=yıy ya=pyı Yyıa=yy R 
Mit Hülfe der Invariantentheorie kann man jedoch ale 
Normalform aller derjenigen linearen Differentialgleichungen sechster 


Relationen unter den Integralen: 
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Ordnung, deren Integrale die Quadrate der Integrale einer linearen 
Differentialgleichung dritter Ordnung sind, eine Differential- 
gleichung erhalten, deren Coefficienten nur von einer Funktion 

von x und deren Ableitungen abhängen. 


Da die homogenen Relationen unter den Fundamental- 
Integralen unabhängig von den Transformationen ihrer zugehörigen 
Differentialgleichung sind, so kann ich Gleichung 21) auf eine 
reduzirte Form bringen, so dass die Invariante gleich konst=c? 


werde. Hierzu habe ich zu substituiren 
1 —1 
cu a EPEIH und u=u 
und erhalte, wenn 


dx 2% 
Fee und 9=u® 


als neue Variabeln gewählt sind 


d’ o Er 
+h 12 (h — )O= 1) 
Behalte ich nun für diese Differentialgleichung der Einfach- 
heit halber dieselben Variabeln bei, wie in 21), so sei die gesuchte 


Gleichung 
d’o do 1 3 
Die Substitution „=©° führt unter ganz analoger Rechnung 


zu folgender linearer Differentialgleichung sechster Ordnung. 


298) YO +5hy® +, (25h“—7e‘) y® +4 (3h“ +?) y@ 


S: = h“+12h W — ahe>) y® +(hIV +4h‘2+4h h“— 2h’ e°—2c0)y=0 


Vergleiche ich die Coefficienten von 22a) mit denen der 
Gleichung c), so ist 
öp=h 
40ps = 25h‘ — 7c3 
15pı=12h‘“ +4h? 
12ps = 11h‘“ + 24hh‘—4he? 
pe =h!Y +4h‘? +4hh“—2h‘c?— 2c® 
Hieraus ergeben sich nach Elimination von A und ce 
folgende drei Relationen invarianter Natur unter den Coefficienten 
P2, P3 .... ps, übereinstimmend mit der Anzahl der homogenen 


Relationen verbunden. 


i Yu. =.3233 
SE y, J6 BEE y2 5 
Setzt man nämlich 
RL Be 
yı y3 yY5 
ae a 
yı y2 
2 yı y2 
2 so ae hieraus 
J2 = nyı yJ»J=-myJ Y-= ma yı ie: yı 


dritter Ordnung (confer Rosenkranz, pay. Ben 
Es sei | 
u 

N me & 


so wird 


| und hieraus folgt 


Be ns 
AR a = Sn 
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Diese Quotienten mögen gleich (x) sein, so wird 
yy=yvr)uh yp=-vun)ioe y=vYva)aähı 
"=yvm&l »y=YyWiadh y= ya) 

Setze ich schliesslich 

DESEIS  E 


so ist: 


yı = n& y2:= Tı & Yy=rnÄ& 
y=n& Y—rs$i Yy=T3& 

Die Differentialgleichung in y wird also durch die 
Produkte der Integrale einer Differentialgleichung zweiter und 
dritter Ordnung, welche lauten mögen 

d’E d’r 


3) — + si=0 


dr 
+nm — +nr=0 
dxe 


dx® dx 
5% (n‘ — 2) Z 0 
befriedigt. | 


Anknüpfend an Gleichung 19) sehen wir, dass für den 
Fall, wo sie die reduzirte Form der Legendreschen Gleichung 
oder einer noch allgemeineren Classe, wie sie Halphen in den 
Comptes rendus von 1881 pag. 779—82 behandelt hat, bildet, 
‘die absolute Invariante N konstant wird. Die lineare Differen- 


 tialgleichung hat dann konstante Coefficienten und lautet 


nO+5N7® +7 NM 19 +1 +35 CPN=0 
ihre zugehörige charakteristische Gleichung 
+5 N +7 N RP +1+5 GC N=0 
ist bikubisch und habe zu Wurzeln 
ur Der 
Die Integrale lauten alsdann 
ENOR EEE ESEVX 
RE RER: 
und genügen den beiden homogenen Relationen 


Ist in dem Gleichungssystem 23) die Invariante n‘ — 


A Ins =(, so genügen der Differentialgleichung dritter Ordnung 
bekanntlich die Quadrate der Integrale einer linearen Gleichung 


zweiter Ordnung. Es ist dann 
az #2 2 
ar are a 13: & 


und das Fundamentalsystem für, 

sechster Ordnung wird 
ı=a.f y=aak 

2 ge 

Bp=-an '.. Se n& 

2 


ge = ae Sn yo = & 52 


gleichung vioraer Ordnung, der die drin Potenzen der { 
einer linearen Gleichung zweiter Ordnung genügen. 2 


Integrale. Des wenn man setzt 
—& und 2 = 


so wird 
3 


2 ar a a 
Er sea ee ee ae 
ein Fundamentalsystem, das eben nur vier von einand 
schiedene Integrale ‚enthält, mithin. einer me a 


homogenen Blktiaen. bestäkch 
2 2 


” = yı ys Je ya ya 


beiden Gleichungen 23) ne — 2ns = 0, so tritt zu den eid 
homogenen Relationen Ds 


Var ya 38 

Yı Je = y2 5 

noch die Relation | 
2 a 2 
B=-JıJ» 19 y=y I 
hinzu und es genügen somit für diese drei Relatioı 
Gleichung A) die Produkte der Integrale einer linearen C 
zweiter Ordnung und der Quadr ate, der Integrale « einer 
derselben Ordnung. | 


Die beiden linearen, ‚homogenen Differentialgleich 


‚seien: 


24) 
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Die Substitution 
nes 
führt nach sechsmaliger Differentiation und unter Benutzung der 
beiden Gleichungen 24) zur gesuchten Differentialgleichung 
sechster Ordnung in y. 


Vermittelst der Invariantentheorie kann aber diese 
Gleichung auf eine Normalform gebracht werden, die in den 
Coefficienten statt der beiden Funktionen ss und mz und deren 
Ableitungen nur eine Funktion der unabhängigen Variablen x 
hat. (confer auch acta math. Bd. ILI pag. 348 . 


Substituirt man in den Gleichungen 24) \, = u(@) 
so wird 
are u‘ ds 5. 
Fe 420% RE u? hr 
2 D 
d?e u’ de 3 ui En 


dx? u°dx u? 
führt man nun die Substitutionen 


ir EN dran? dx 
ARE 
DT: 
ER 
— —- /— dx 
2 f> 
und e= ee 


ein, so werden wegen dx = udx diese gleich 


an Ferdi 
2 u 1 
EN ger 1 
g=fe is 3) Fl 
Beau dx 2 
2 u 
Sa -2(2)} 
EBEN HR a 
RR - Sie führen zu einer solchen linearen, homogenen Difleren- 


tialgleichung zweiter Ordnung, deren Glied in der ersten 
- Ableitung verschwindet. 


Es ist also % 
3 RR 
Gar, Ne) 
; dx 
24%) . dee Br 
>; +me>=0 


und 


24°) bildet nun der Ausdruck 
8 ae me 
eine Tuvarianie, denn es ist, 


| 1 
2 — m = s2 — m 
ri a 


$ Gleichungen 24°) es stets so einrichten, dei a + 
| einer beliebigen Constanten, etwa gleich c?, werde. | 
Es ist alsdann 


2% Bei | 1 ER 
82 a a3 (ss — Me) « 
1 Ä 
oder u us SEEN 


eiinngen 24) ein, 
Gleichungen 


d?E 
+@+4)i=0 
NDS \ 2: 


chen und absolut invariant. a S a 
Die Substitution = a a 


a 


a & 
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I _ (det —3g) rt u 
[ar+6e-: 3®)y (+26 6. =) +26 = 
Male derun 

le ne 


Beachte ich, dass 
| d’y | de 
a 2 20 327 BR Een. ES 
(68 se -(3g ze>)y | 2 (685€) 8 


+ (6g— 5e?)E (E) 
so wird: 
0° E04? 
BL + (38— ze?) y * lee (g+30)y+,(6g—5e?). 


dx? | ax:” 
[days /. (de 
| ar | m el 


Bezeichne ich die linke Seite dieser Gleichung mit «w, so ist 
Aw: „ds (2) 2 ORAL de 
ee er Ra (E50?)Ee— 

Beachte ich, dass: 

2 „djdy 16 NE „dE + 8 
m ax: +(38- 30° y #3: Sdx EL, dx \d u dx 
an 
EA ION de 
ad dd 
so wird: 
dw 4 ,d| 
dx’ 3° dx ren Is |#3e 28 a 


de 
ur 2 rd 
18° (.-, Br 5 “dx 


Benutze ich ferner die Gleichung, welche durch Differentiation von 
dw d& (de en de 
— = —$86 2 =) +16 @? ir se) 


dx. dx \d 
hervorgeht, so wird: 
dw, (& 3 1 1 (tdE de | “)) 
er.) ) Here) ax xt 


dr 


+2g' Bee ger) &e 


ut + te ) w— Berg 46 ‚of? dx 1er 
+166 (2-5 6 y=16cig 5 a 


Eliminire ich. jetzt & E , so ist. die Be chtı 


Differentialgleichung sechstor Ordnung: 
(2 - Se) —+(g +26 ?) w— 8c? en ze) 


25) Fe Y +38 56 )yı rise nn ) y a Hi 
| d’y u 
= Rally )s |# —ear-N: 


haben. — Es ist: 


4 


“dy 2 d’y 3 u 5 2 = . 
Wa +l10g 30) 75 +10E 1x + 8 — 16 g+004 


Ist nun c=0, so wird 
d’y d’y 
ir 108 va 75 


Diese lineare, Kung ne Ditfer er 


+10g ST 4 88" 4989) = 0 


lkchinz zweiter Ordnung. 


x 


NVETIERU 


Natus sum Albrechtus Fischer, Brandenburgensis, 
in vico Gr. Neuendorf, qui ad Viardum flumen situs est, 
a. d. V Kal. Sept. a. h.s. LXVI patre Albrechto, qui tum 
praedium possidebat, matre Dorothea, egente Wassermann. 
Fidei addictus sum evangelicae. Primis litterarum elementis 
apud parentes a magistro privato imbutus adii gymnasium 
Freienwaldense, deinde Königsbergense, quae urbs in nova 
marchia sita est, tum regium gymnasium Joachimicum Bero- 
linense, cuius alumnus factus maturitatis testimonio accepto 
a. h.s. LXXXVI in ordinem philosophorum receptus sum 
universitatis Berolinensis. Cuius fui universitatis civis per 
novem semestria et studiis mathematicis, physicis, astro- 
nomicis operam dedi. Audivi viros clarissimos: Dilthey, 
Förster, Fuchs, Glan, v. Gizycki, Helmert, Hensel, Knoblauch, 
Kötter, Krabbe, Kronecker, Kundt, Netto, Paulsen, Pringsheim, 
Schlesinger, Zeller. Quibus omnibus viris optime de me 
meritis gratias ago quam maximas semperque habebo. 
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